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Аннотация. Получено описание некоторого класса экспо-
ненциальных мономов на локально компактных абелевых груп-
пах.
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Пусть G  локально компактная абелева группа с операцией +
и нулевым элементом 0. Экспоненциальной функцией или обобщен-
ным характером на группе G называется произвольный непрерывный
гомоморфизм группы G в мультипликативную группу ненулевых ком-
плексных чисел. Непрерывные гомоморфизмы из группы G в адди-
тивную группу комплексных чисел называются аддитивными функ-
циями. Функция x 7! P(a1(x);:::;am(x)) называется полиномиаль-
ной, если P  комплексный полином от m переменных и a1;:::;am 
аддитивные функции. Произведение полиномиальной и экспоненци-
альной функций называется экспоненциальным мономом, а линейная
комбинация экспоненциальных мономов называется экспоненциаль-
ным полиномом.
Приведем некоторые примеры.
1±: Пусть G = Rn, n ¸ 1. Любая экспоненциальная функция на Rn
имеет вид E(x) = e¸x, где x = (x1;:::;xn) 2 Rn, ¸ = (¸1;:::;¸n) 2 Cn,
¸x := ¸1x1 +¢¢¢+¸nxn. Любой экспоненциальный моном на Rn имеет
вид f(x) = P(x)e¸x, где P(x) = P(x1;:::;xn)  комплексный полином
от n переменных.
2±: Пусть G = Zn, n ¸ 1. Элементы из Zn имеют вид x = (x1;:::;xn),
xj 2 Z. Пусть C¤ = C n f0g, Cn
¤ = C¤ £ ¢¢¢ £ C¤  декартово произве-
дение n экземпляров множества C¤. Для любых z = (z1;:::;zn) 2 Cn
¤
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и x = (x1;:::;xn) 2 Zn пусть zx := z
x1
1 :::zxn
n . Любая экспоненци-
альная функция на группе Zn имеет вид E(x) = zx для некоторого
z 2 Cn
¤, а экспоненциальный моном имеет вид f(x) = P(x)zx, где
P(x) = P(x1;:::;xn)  комплексный полином от n переменных.
3±: Если группа G компактная, E(x)  экспоненциальная функция
на на группе G, то jE(x)j ´ 1, следовательно E является непрерыв-
ным гомоморфизмом из группы G в группу S1 = fz 2 C : jzj = 1g,
т. е. E является обычным характером группы G. Любая аддитивная
функция на компактной абелевой группе тождественно равна 0, по-
этому любой экспоненциальный моном имеет вид f(x) = ¸E(x), где
¸ 2 C, E(x)  некоторый характер.
Важным классом задач, в которых используются экспоненциаль-
ные мономы на группах, являются задачи о спектральном синтезе на
группах. Приведем описание таких задач.
Пусть G  локально компактная абелева группа, F  топологиче-
ское векторное пространство, состоящее из комплекснозначных функ-
ций на G. Будем называть пространство F трансляционно инвариант-
ным, если F инвариантно относительно преобразований (сдвигов)
¿y : f(x) 7! f(x + y); f(x) 2 F;y 2 G;
и все операторы ¿y являются непрерывными операторами в простран-
стве F.
Замкнутое линейное подпространство H µ F называется инвари-
антным подпространством, если ¿y(H) µ H для любого y 2 G.
Пусть F  трансляционно инвариантное функциональное простран-
ство на группе G, H  инвариантное подпространство в F.
Определение 1. Инвариантное подпространство H допускает спек-
тральный синтез, если оно совпадает с замыканием в F линейной
оболочки всех содержащихся в H экспоненциальных мономов. В про-
странстве F справедлив спектральный синтез, если любое инвариант-
ное подпространство H µ F допускает спектральный синтез.
Задачам о спектральном синтезе на группах посвящено много ра-
бот (см., например, [1]–[11] ). В этих работах изучаются вопросы спра-
ведливости (или несправедливости) спектрального синтеза для раз-
личных конкретных групп G и функциональных пространств F. Важ-
ную роль в таких задачах играют вопросы о структуре экспоненци-
альных мономов.Экспоненциальные мономы на группах 5
Пусть e G и G  локально компактные абелевы группы, ® : e G 7! G
 сюръективный гомоморфизм группы e G на группу G (все гомомор-
физмы топологических групп предполагаются непрерывными). Для
любого топологического пространства X обозначим через C(X) мно-
жество всех непрерывных комплекснозначных функций на X, в част-
ности, возникают множества C(G) и C( e G). Пусть ¤ : C(G) 7! C(e G) 
отображение, сопоставляющее каждой функции f(x) 2 C(G), x 2 G
функцию
¤(f)(t) = e f(t) := f(®(t)) 2 C(e G); t 2 e G: (1)
Через H обозначим ядро гомоморфизма ®, т. е. H = ker® := ft 2 e G :
®(t) = 0g. Тогда H является замкнутой подгруппой группы e G.
Через CH(e G) обозначим множество функций ©(t) 2 C( e G), удовле-
творяющих условию
©(t + h) = ©(t) 8h 2 H; t 2 e G: (2)
Очевидно, что ¤(C(G)) µ CH( e G).
Если e(x)  экспоненциальная функция на группе G, а a(x)  ад-
дитивная функция на группе G, то функции e e(t) = e(®(t)) и e a(t) =
a(®(t)) будут соответственно экспоненциальной и аддитивной функ-
циями на группе e G. Из этого вытекает, что если f(x)  экспоненци-
альный моном на группе G, то функция e f(t) = f(®(t)) будет экспо-
ненциальным мономом на группе e G и, кроме того, e f 2 CH(e G).
Возникает естественный вопрос: верно ли обратное утверждение
 если ©(t) 2 CH(e G) и ©(t) является экспоненциальным мономом на
группе e G, то можно ли ©(t) представить в виде ©(t) = f(®(t)) для
некоторого экспоненциального монома f(x) на группе G?
Как показывает приведенный ниже пример, в общем случае это
утверждение неверно.
Пример. Пусть группа G совпадает с группой R с обычной метриче-
ской топологией, а e G совпадает с группой R, которая снабжается дис-
кретной топологией. Пусть ® : e G 7! G  тождественное отображение
R на R. Тогда H = f0g, множество C(G) состоит из всех непрерывных
функций на R, а множество C( e G) состоит из всех комплекснозначных
функций на R. Хорошо известно, что на R существуют аддитивные
функции, которые не являются непрерывными в метрической топо-
логии (но, разумеется, являются непрерывными в дискретной топо-6 С. C. Платонов
логии). Любая такая функция ©(t) является экспоненциальным мо-
номом на группе e G, но не существует экспоненциального монома f
на группе G, для которого ©(t) = f(®(t)), так как функция f(®(t))
непрерывна на R в метрической топологии.
Достаточное условие для справедливости обратного утверждения
получено в следующей теореме.
Теорема 1. Пусть e G и G  локально компактные абелевы группы,
® : e G 7! G  непрерывный сюръективный гомоморфизм и H  яд-
ро гомоморфизма ®. Если ® является открытым отображением e G на
G, то любой экспоненциальный моном ©(t) на группе e G, удовлетво-
ряющий условию (2), можно представить в виде ©(t) = f(®(t)) для
некоторого экспоненциально монома f(x) на группе G.
Замечание. Для широкого класса топологических групп любой непре-
рывный сюръективный гомоморфизм оказывается открытым. Так из-
вестно, что если e G и G  локально компактные топологические груп-
пы и группа e G представима в виде счетного объединения компакт-
ных подмножеств, то любой непрерывный сюръективный гомомор-
физм ® : e G 7! G является открытым отображением (см. [12, гл. 3,
§ 20, теорема 12].
Доказательство теоремы 1 является основной целью настоящей ра-
боты. Отметим, что для случая, когда e G и G  дискретные абелевы
группы, краткий набросок доказательства теоремы 1 содержится в
книге [6] (см. [6, доказательство теоремы 2.24]). Доказательство тео-
ремы 1 настоящей работы годится, в частности, и для дискретных
абелевых групп, но основано на других методах.
Предварительно рассмотрим некоторые вспомогательные утвер-
ждения. Всюду предполагается, что выполнены условия теоремы 1.
Отображение ¤ : C(G) 7! CH(e G) определено формулой (1).
Лемма 1. ¤(C(G)) = CH( e G).
Доказательство. Включение ¤(C(G)) µ CH(e G) очевидно. Докажем
обратное включение. Пусть ©(t) 2 CH(e G). Из условия (2) следует, что
можно корректно определить функцию f(x) на G равенством
f(x) := ©(t) 8t 2 ®¡1(x):
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Пусть U  произвольное открытое подмножество в C. Легко ви-
деть, что f¡1(U) = ®(©¡1(U)). Так как ©  непрерывная функция, то
множество ©¡1(U) открыто в e G, а так как ®  открытое отображение,
то множество ®(©¡1(U)) открыто в G. Следовательно подмножество
f¡1(U) открыто в G, откуда вытекает, что f 2 C(G). 2
Лемма 2. Если e(t)  экспоненциальная функция на группе e G, при-
надлежащая классу CH(e G), то e(t) = "(®(t)) для некоторой экспонен-
циальной функции "(x) на группе G.
Доказательство. По лемме 1 функцию e(t) можно представить в
виде e(t) = "(®(t)) для некоторой функции "(x) 2 C(G). Проверим,
что "(x)  экспоненциальная функция.
Пусть x;y 2 G. Из сюръективности отображения ® следует, что
x = ®(t), y = ®(s) для некоторых t;s 2 e G. Тогда, пользуясь тем, что
®  гомоморфизм, а e  экспоненциальная функция, получим
"(x + y) ="(®(t) + ®(s)) = "(®(t + s)) = e(t + s) =
= e(t)e(s) = "(®(t))"(®(s)) = "(x)"(y);
то есть " является экспоненциальной функцией на группе G. 2
Лемма 3. Если a(t)  аддитивная функция на группе e G и a 2 CH(e G),
то ее можно представить в виде a(t) = b(®(t)) для некоторой аддитив-
ной функции b(x) на группе G.
Доказательство. По лемме 1 функцию a(t) можно представить в
виде a(t) = b(®(t)) для некоторой функции b(x) 2 C(G). Проверим,
что b  аддитивная функция.
Пусть x;y 2 G и x = ®(t), y = ®(s) для некоторых t;s 2 e G. Тогда
b(x + y) = b(®(t) + ®(s)) = b(®(t + s)) = a(t + s) =
= a(t) + a(s) = b(®(t)) + b(®(s) = b(x) + b(y):2
Для любой функции f 2 C(e G) обозначим через L(f) линейную
оболочку всех функций вида (¿sf)(t) = f(t + s) для любых s 2 e G.
Очевидно, что если f 2 CH(e G), то L(f) µ CH(e G).
Лемма 4. Пусть f(t) = e(t)p(t)  экспоненциальный моном на груп-
пе e G, где e(t)  экспоненциальная функция, p(t)  полиномиальная8 С. C. Платонов
функция. Тогда экспоненциальная функция e(t) содержится в множе-
стве L(f).
Доказательство. Очевидно, что любая функция из L(f) имеет вид
g(t) = e(t)Q(a1(t);:::;am(t)); (4)
где Q(u1;:::;um)  некоторый полином, a1(t);:::;am(t)  аддитив-
ные функции на e G. Пусть N = degQ  степень полинома Q. Среди
всех функций из множества L(f) выберем ненулевую функцию g(t),
представимую в виде (4) с минимально возможной степенью N. Если
N = 0, то e(t) 2 L(f), и лемма доказана. Предположим, что N > 0.
Так как пространство L(f) трансляционно инвариантное, то в L(f)
содержится и функция
g(t + s) = e(t + s)q(t + s) = e(t)e(s)Q(a1(t) + a1(s);:::;am(t) + am(s))
для любого s 2 e G. Так как функция q(t) не постоянная, то найдется
s 2 e G, такое, что q(t+s) 6´ q(t). Тогда в пространстве L(f) содержится
ненулевая функция
1
e(s)
g(t + s) ¡ g(t) = e(t)r(t);
где r(t) = R(a1(t);:::;am(t)), а R(u1;:::;um) = Q(u1 +a1(s);:::;um +
am(s)) ¡ Q(u1;:::;um)  полином степени меньше N, что противоре-
чит предположениям N > 0 и минимальности N. 2
Следствие 1. Если экспоненциальный моном f(t) = e(t)p(t) (e(t) 
экспоненциальная функция, p(t)  полиномиальная функция на груп-
пе e G) принадлежит классу CH( e G), то e(t) 2 CH(e G) и p(t) 2 CH(e G).
Доказательство. Если f 2 CH(e G), то L(f) µ CH(e G). По лемме 4
e(t) 2 L(f), поэтому e(t) 2 CH(e G). Так как функции f(t) и e(t) содер-
жатся в CH(e G), то и функция p(t) = 1
e(t)f(t) содержится в CH(e G). 2
Пусть p(t) = P(a1(t);:::;am(t))  полиномиальная функция на
группе e G, P(u1;:::;um)  комплексный полином. Представим поли-
ном P в виде суммы однородных полиномов
P(u1;:::;um) =
N X
j=0
Pj(u1;:::;um);Экспоненциальные мономы на группах 9
где Pj(u1;:::;um)  однородный полином степени j. Пусть pj(t) =
Pj(a1(t);:::;am(t)). Будем называть функции pj(t) однородными ком-
понентами функции p(t) степени j.
Лемма 5. Если полиномиальная функция p(t) принадлежит классу
CH(e G), то и все ее однородные компоненты pj(t) принадлежат классу
CH(e G).
Доказательство. Очевидно, что если p(t) 2 CH(e G), то и функции
p(kt) принадлежат CH(e G) для любого k 2 N (здесь kt = t + ¢¢¢ + t 
сумма k элементов t 2 e G).
Подставляя в равенство
p0(t) + p1(t) + ¢¢¢ + pN(t) = p(t)
kt вместо t и пользуясь однородностью функций pj(t), получим
p0(t) + kp1(t) + ¢¢¢ + kNpN(t) = p(kt): (5)
Пусть 1;®1;:::;®N  произвольные попарно различные натуральные
числа. Подставляя эти числа вместо k в (5), получим систему
8
> > <
> > :
p0(t) + p1(t) + ¢¢¢ + pN(t) = p(t);
p0(t) + ®1p1(t) + ¢¢¢ + ®N
1 pN(t) = p(®1t);
..............................................
p0(t) + ®Np1(t) + ¢¢¢ + ®N
NpN(t) = p(®Nt):
(6)
Если рассматривать (6) как систему линейных уравнений относитель-
но p0(t);:::;pN(t), то определитель этой системы
¢ =
¯ ¯
¯
¯ ¯
¯ ¯
¯
1 1 ::: 1
1 ®1 ::: ®N
1
.................
1 ®N ::: ®N
N
¯ ¯
¯
¯ ¯
¯ ¯
¯
отличен от нуля. Поэтому из системы (6) можно выразить функции
pj(t) как линейные комбинации функций p(t);p(®1t);:::;p(®Nt). Сле-
довательно pj(t) 2 CH(e G) при j = 0;1;:::;N. 2
Пусть p(t) = P(a1(t);:::;am(t))  полиномиальная функция на
группе e G, где P(u1;:::;um)  комплексный полином от m перемен-
ных, a1(t);:::;am(t)  аддитивные функции. Если P(u1;:::;um) 10 С. C. Платонов
однородный полином степени k, то будем говорить, что p(t)  од-
нородная полиномиальная функция степени k. Будем использовать
обозначение
(@jp)(t) :=
@P
@uj
(a1(t);:::;am(t))
и будем называть функции @jp производными от функции p.
Лемма 6. Пусть p(t) = P(a1(t);:::;am(t))  однородная полиноми-
альная функция, и пусть аддитивные функции a1(t);:::;am(t) линей-
но независимы. Тогда, если p(t) 2 CH(e G), то и все производные функ-
ции @jp(t) принадлежат пространству CH(e G), j = 1;2;:::;m.
Доказательство. Пусть u1;:::um;v1;:::;vm  независимые пере-
менные. Из формулы Тейлора следует, что
P(u1 + v1;:::;um + vm) =
= P(u1;:::;um) +
Pm
j=1 vj
@P
@uj(u1;:::;um) + :::; (7)
где многоточие означает слагаемые степени ¸ 2 по переменным vi. Из
(7) следует, что для любого s 2 e G справедливо равенство
p(t + s) = P(a1(t) + a1(s);:::;am(t) + :::am(s)) =
= p(t) +
Pm
j=1 aj(s)@jp(t) + ::::
(8)
Так как полиномиальная функция (¿sp)(t) = p(t + s) принадлежит
множеству CH( e G), то по лемме 5 все ее однородные компоненты при-
надлежат этому множеству. Если P(u1;:::;um)  однородный много-
член степени k, то из (7) и (8) вытекает, что однородной компонентой
функции ¿sp степени (k ¡ 1) является функция
(¿sp)k¡1(t) =
m X
j=1
aj(s)@jp(t): (9)
Из того, что функция (¿sp)k¡1 принадлежит множеству CH(e G), сле-
дует
(¿sp)k¡1(t + h) = (¿sp)k¡1(t) 8h 2 H: (10)
С учетом (9), равенство (10) можно переписать в виде
m X
j=1
aj(s)(@jp(t + h) ¡ @jp(t)) = 0 8s 2 e G; 8h 2 H: (11)Экспоненциальные мономы на группах 11
Так как функции aj(s) линейно независимые, то из (11) следует, что
@jp(t + h) = @jp(t) 8h 2 H;
откуда вытекает, что @jp 2 CH(e G). 2
Лемма 7. Пусть p(t)  однородная полиномиальная функция на
группе e G, принадлежащая пространству CH( e G). Тогда функцию p(t)
можно представить в виде p(t) = q(®(t), где q(x)  некоторая поли-
номиальная функция на группе G.
Доказательство. Пусть p(t) = P(a1(t);:::;am(t)) 2 CH(e G), где
P(u1;:::;um)  однородный полином степени k, a1(t);:::;am(t)  ад-
дитивные функции на группе e G. Без ограничения общности можно
считать, что функции a1;:::;am линейно независимы.
Требуется доказать, что существует полиномиальная функция q(x)
на группе G, такая, что p(t) = q(®(t). Будем доказывать это утвержде-
ние индукцией по k. При k = 0 утверждение очевидно. Пусть k ¸ 1 и
предположим, что утверждение верно для однородных полиномиаль-
ных функций из CH(e G) степени меньше k.
Так как P(u1;:::;um)  однородный полином степени k, то спра-
ведливо тождество
m X
j=1
uj
@P
@uj
(u1;:::;um) = kP(u1;:::;um): (12)
Подставляя в (12) функции aj(t) вместо uj, получим
m X
j=1
aj(t)@jp(t) = kp(t): (13)
Из системы функций @1p(t);:::;@mp(t) выберем максимальную ли-
нейно независимую подсистему. Обозначим эти линейно независимые
функции p1(t);:::;pl(t), тогда каждую функцию @jp(t), j = 1;:::;m,
можно представить в виде линейной комбинации:
@jp(t) =
l X
s=1
¸jsps(t); ¸js 2 C:12 С. C. Платонов
Подставляя эти линейные комбинации в (13), получим
m X
j=1
aj(t)
Ã
l X
s=1
¸jsps(t)
!
= kp(t): (14)
Равенство (14) можно переписать в виде
l X
s=1
As(t)ps(t) = kp(t); (15)
где
As(t) =
m X
j=1
¸jsaj(t)
 аддитивные функции на группе e G. Подставим в (5) t + h вместо t
(h 2 H), тогда, учитывая, что ps 2 CH(e G) (по лемме 6) и функции
As(t) аддитивные, получим
l X
s=1
(As(t) + As(h))ps(t) = kp(t): (16)
Вычитая из равенства (16) равенство (15), получаем тождество
l X
s=1
As(h)ps(t) = 0 8h 2 H; t 2 e G: (17)
Так как функции ps(t) линейно независимые, то из (17) следует, что
As(h) = 0 при h 2 H, т. е. аддитивные функции As(t) принадле-
жат классу CH(e G). Тогда, по лемме 3, As(t) можно представить в
виде As(t) = Bs(®(t)), где Bs(x)  некоторые аддитивные функции
на группе G.
Так как ps(t)  однородная полиномиальная функция на группе
e G степени меньше k и ps(t) 2 CH(e G), то по предположению индукции
ps(t) = qs(®(t)), где qs(x)  некоторая полиномиальная функция на
группе G. Окончательно из (15) получим, что
p(t) =
1
k
l X
s=1
Bs(®(t))qs(®(t)) = q(®(t));Экспоненциальные мономы на группах 13
где
q(x) =
1
k
l X
s=1
Bs(x)qs(x)
 полиномиальная функция на группе G. 2
Следствие 2. Если p(t)  полиномиальная функция на группе e G и
p 2 CH(e G), то функцию p(t) можно представить в виде p(t) = q(®(t)),
где q(x)  некоторая полиномиальная функция на группе G.
Доказательство. Представим полиномиальную функцию p(t) в ви-
де суммы однородных полиномиальных функций
p(t) =
N X
j=1
pj(t); (18)
где pj  однородная полиномиальная функция на группе e G степени
j. Тогда, по лемме 6, pj 2 CH(e G), откуда, по лемме 7, pj(t) = qj(®(t))
для некоторой полиномиальной функции qj(x) на группе G. С учетом
(18) получим, что p(t) = q(®(t), где
q(x) =
N X
j=1
qj(x):2
Доказательство теоремы 1. Пусть f(t) = p(t)e(t)  экспоненци-
альный моном, где p(t)  полиномиальная функция на группе e G, e(t)
 экспоненциальная функция на группе e G. Так как f 2 CH(e G), то,
по следствию 1, функции p(t) и e(t) тоже принадлежат классу CH(e G).
По лемме 2 функцию e(t) можно представить в виде e(t) = "(®(t)),
где "(x)  экспоненциальная функция на группе G. По следствию 2
функцию p(t) можно представить в виде p(t) = q(®(t)), где q(x) 
полиномиальная функция на группе G. Окончательно получаем, что
f(t) = q(®(t))"(®(t)) = g(®(t);
где g(x) = q(x)"(x)  экспоненциальный моном на группе G.214 С. C. Платонов
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